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1. Calcule e justifique.

(a) limg_o 2

2
: -9
hmm—>3 wx+3

2. Determine L para que a funcao dada seja continua no ponto dado. Justi-
fique.

(a) f(z):{ 2528 se x # 2

no ponto p = 2.

sex =2
_VEVE
(b) f(z) = { \/z+5Lf\/ﬁ sew 7 2 no ponto p = 5.
se x =



9’“’;*1 se x # —1
2 sex = —1

é continua em —17 E em 07 Por

qué?

sendo f dada por

4. Calcule (em fungao de z) limp_¢ w

(a) f(z) =2"

(b) f(z)=22%+=x
(c) flx)=5

(d) f(z) = -2+ 22
(e) flx) =3

(f) f(z)=3z+1

Observagao: veremos adiante que os limites calculados acima correspondem as
derivadas das respectivas funcées, ou seja a inclinagdo das retas tangentes aos
respectivos graficos no ponto de abscissa x.

5. Calcule.

2341
r2—1

a) lim,_,_4

(a)

(b) lim, o g5 t4—
(c) fethoe
(d
(e

(f) limg_,,

limp o

2

: z°—=9

) hmx*,3 2279
) 23 —p?
T—p

Vz—Yp

T—p

YpTh—/p
h

limg_.,

para p # 0.

(g) limp_g para p # 0.

Compare seu resultado com o item anterior e veja a observacao acima para
interpretar geometricamente esses dois limites.

(h) limg, g;:i
(1) limg_,, ‘4/5:: P para p # 0.
(J) limp, .o %/I?Zi VP para p # 0.
(k) Tim, ., 5 ie=d
(1) limg—y $4+3;1_4
(m) lim, .7 %
(n) limg_,, % para n € N.



Ve b

r—=p

(p) limg_y % para m,n € N.

parap#0en €N.

)
)
(a) Tim, o 2
)
)

(r) limg 7‘/1";7;_1
(s) limg_.q m\z/;l/f

(t) lim, 5 %

6. Calcule

(a) limg— g § ijjll
(b) lim,_,, Yo F3-2
(c) limg_y \3/;1—4;71_2
(d) lim,_,, 32E5-2
() limy—o S

(F) tim, ., L0

7. Seja f definida em R. Suponha que lim,_.q f(w = 1. Calcule

f(Bz)

(a) li
(b) lim,_ f(xz)
)

f(x —1)
z—1

(d) lim,_o L7

(c) limg_y

8. Utilize o Teorema do Confronto e suas generalizacoes para calcular os
seguintes limites:

(a) limg_o - sin (1)
(b) limy—y (z —1) - cos (ﬁ)

¢) limy_o 22 - cos <3%/E)
lim, 400 €% -cosz
lim,_,_o € -sin (x2 + 1) T
limw—>+oo esinm—r
(g) imy oo (z+sinz)
9. A funcao f : R — R abaixo é limitada, ou seja, existe M € R, tal
que |f(z)| < M para todo z € R. Utilize o Teorema do Confronto para
mostrar que



(a) lim, o z- f(z) =0
(b) limy_o sinz - f(x) =0
Observe que a fungao f acima pode ser “altamente patoldgica”’, como a fungao

.. . 1, se x for racional
de Dirichlet, definida por f(x) = { 1 se s for irracional

10. Seja f : R — R e suponha que exista M > 0 tal que, para todo = € R,
[f(@) = fp)l < M - |z —p|*.

(a) Mostre que f é continua em p.

(b) Calcule, caso exista, lim,_., w.

—p
11. Calcule

(a) lim,_o tens

(C llmw_,()%

(d) lim,_ s

2
3 1y
hmm_,o sin x

2
f hmm_’o tanga:a»csina:
(8) lima—o G217
(h) limg_q H%
(i) lim,_ 7 1z
(j) limg_, % . p#o.
B 2 2
(k) limg_.p Sm(;:;p )
(1) limg o T30S
(m) lim,_q ;;F_s:;"’;
(n) limg_.q Lnlgg‘il)
(0) lim,_o S2eine)
(p) lim, o sini?riln;z)
(a) limg o oo
(r) lim,_,q 7““11:?3:‘/5
(s) limg—o % , onde sin®x : R — R é a fungéo “seno” que utiliza

o grau (e nao o radiano) como unidade de medida.

12. Em relacdo as funcoes abaixo, faca um esbogo do grafico, indicando os
pontos de descontinuidade e os limites indicados, caso existam.



@ 1@ ={ 3%,

x?—4

(i) limg o+ f(x)

2x 4+ 3

(c) flz) = 4
2 +2

(i) limg 1+ f(x)

2

(d) flz) =
-2

(i) lim,_,_o- f(x)
(iv) lim, - f()

xr+1

V4 — 22

sex <2
se2<zx

sexr < 2
sexr =2
se2<ux

; (if) limg o- f(2)

sexr <1
sex=1
sel<ux

; (11) lim, ;- f(.’E)

ser < —2
se —2<zx<2
se2<x

; (1) limg, o+ f(x)
3 (v) limy o+ f(2)

sexr < —1

(e) f(z)= 2 se

—1<z<1

2—x sel<zx

(i) lim,_ 4~ f(x)
(iv) limg 1~ f(2)

13. Para f(z) = { giii

lim, 4 f(x) existe.

1172

ar +b
2x — 6

14. Para f(x) =

s (1) Timg,_q+ f(z)
3 (v) limg 1+ f(2)

sexr <4
sed <z

sex < —2
se —2< <2
se2<ux

; (iil) limg_o f(2)

; (i) limg—o f(z)

; (i) limg—q f(z)

; (i) limg— o f(2)
5 (vi) limg o f(x)

; (1) limg— 1 f(x)

, encontre o valor de k para o qual

, encontre os valores de a e b tais

que lim,_,_5 f(x) e lim,_,» f(z) ambos existam.

15. Determine os limites no
2+1
(a) limy—yoo 575
6x—4
(b 3x+1

) I
(¢) limg— oo i’”'g;
)

145
(d) limg 100 2+3i

infinito abaixo.



(e) hmm—»-i-oo %
(£) lim, o 22552

(g) limg oo 2242075
(h) Lo 32572042
(i) limp_ oo Y24

(3) limg_ o Y2
(k) limgy— o Y2083

. Vil
(1) limy_ oo Lo

2y2—3
241 - as)

. t+\/t+VE
(Q) limg 4 oo \/W

16. Calcule.

(a) limg—yoo (2 — 3z +2)

3 5z° —6x+1
hmx_""‘x’ 6x2+z+3

lim, 4 oo (22 — Va2 + 3)

2x+1
T
z—3
72

hma:_,0+

2
: z=—4
p) lim,_ o+ it

(k) lim,_o- =
(m) lim,_,,- 23+3

(n) lim, 3+ #ﬁzjg
(0 11ma:~>71+ 3§Ii

(



(@) lim, s 2251
(r) lim My 0+ T;Z
s) lim, ,=- (& —x)-tanz
—-5-\2
)

(t) limg— oo (f — arctan :c)
17. Use o fato de que lim, .y o, 27 = 0 para calcular os limites abaixo (onde n € N):
(a) lim, o+ (x-logx)
(b) tim, s (125)
(¢) limy—too (@ - n)
(d) limg— 400 logx - (@ - n)

18. Observe que log (e—n) =x—nlogx e o exercicio 17d acima para mostrar
que limg_, 4 o (;n) +oo para todo n € N.

Observacao: Este resultado mostra que a fung@o exponencial cresce mais ra-
pidamente que qualquer polinémio.

. 100
19. Calcule lim,_, 4 f()ﬁ

Sugestao: Faga u = (log 1.01)x e utilize o exercicio 18 com n = 100
Alerta: Neste caso nao confie no que possa sugerir a sua calculadora.

Conclusao: A andlise de dados numéricos sem o respaldo tedrico adequado
pode ser a causa de grandes equivocos.

20. Calcule.

o — =
(h) lim,_o (1 +22)~
(i) lim, o <=1

(5) limy o <=

)




3*—1
2

T

T _

22

(5)° -1
22

(3)'1
22

(p) lim, g+ 2°

1

21. Utilize o Teorema do Anulamento para mostrar que a equacio =3 —4x+2 =
0 admite trés raizes reais distintas.

22. Seja o a menor raiz positiva da equacdo % — 4z + 2 = 0. Determine

intervalos de amplitude %, % e é que contenham a.

3 1

23. Mostre que a equacao z* — 1777 = 0 admite ao menos uma raiz real.

Solucao de exercicios selecionados:

1p)

Vi—1  V2r+3+V5
V2r+3—-+6 2z +3+5

= 1‘imﬁ-(m+ﬁ)

-1
liml\/zi = lim1

V2z+3—-+5

— gim YETL lim (v2z + 3 + V/5)
r—1 2(1‘ — ]_) r—1

_ im \/5_1 . R

= le(\/:z—n(\/i“) (V2 1+3+5)
_ L -t _ V5
=l 2(vx + 1) (2\/5)_2(\5+1) (25) =

4e)

1
flx+h)—f(z) . oth = . (ath)yx . —h
s h Wso P A R pw S

oo z(z+h)  z(z+0)  a?
5k)

o3 —522+8x—4 R
lim = lim

) )

-2  z*—5x—6 e=2 (x—2) - (z+1) - (z24+2+3)
) )
(

)
0-1
T 241 (22+2+3) 50 =




5p)

5q) Primeira resolugao:

2
x

lim ————
=01 —1+a

Segunda resolugao:

I G I e A e P R L R N D)
lim

=1 (x—1) - (a1 4an 24+ +224+2+1)
R e R i

lim

o1 gr—l4gn—24 ... 424+ 1
1™+ 124141 m

== O
In=l4p1n=24...+124+141  n

lim x? Vit
=01 —+/14+2 1++v1+4+z

2

T
lim —— - (1 + V1
I =g FVi+o
lim (~2) - (1+ VI +2) = (=0)- (1+VI+0)=0 0

2
r=u"—1
fazendo 1w = u = { lim, 0w = lim, o VI F2 = vIF0 =1 } obte-

mos:
T
e=01—T+az

5t)

6d) fazendo (3z +5) = u = {

mos:

. Br+5-2
hmi

x—1 3;’2 — 1

im (U2 — 1)2

11~1 (1—wu)

o (04 1 (0= 1)
u—1 —(u—1)

lim —(u+1)° - (u—1)=—-(1+1)*-(1-1)=-2>.0=0

lim vVe—1—-2 Jzx—1+4+2 +3xz+1+4
e—=5\3rx+1—-4 V3z+1+4 Vr—-1+2
C iy @D -4 VB 144
a5 (Bz+1)—16  r—1+2

. (z —5) . V3x+1+4
= lim - lim

e=53-(x—5) 2—5 Jx—1+2
_ g L VBEFI44 1082 -

2253 J5-1+2 3 4 3

z= 5

limg 1 u = llmz_,1(3x —+ 5) =3-145=38 } obte-

Ju—2
O
— hmﬁ

u—8 uZ—10u+16
9



T A VA )
u—8 (u—8) - (u—2)
— lim 9 - (Vu—2)

{
9- (Yu—2)
i (R (RO | e
[

= lim 3 9
=S () 2yt 2] (- 2)
= — ) _1 0
[(¥8)° +205+22] 3-2) B
7a) fazendo (3z = u) = (limz—ou =limy 03z =3-0=0) obtemos:
fim 787 i SO g T S s g2 0
x—0 €T x—0 3x u—0 U u—0 U u—0

7c) fazendo [(mz — 1) = u} = [limzﬁl u = limgz_.1 (x2 — 1) =12-1= 0] obtemos:

fa*=1)

im~——"—+* = ]lim-—>—— 7 . 1
- f(=®—1)
= I Ty limE+ D)
— him IW (14+1)=1-2= O
u—0 u)
11i) fazendo [(§ — ) = u| = {limzﬁgu:limzﬂg (2-2)=3-% :O] obtemos:
1—sinx 2-sin<%;x>-cos(%;x>
lim — = lim -
2-sin(521)~cos<%;z)
= lim —
P4 74‘<§2—m)
I—x
w(2) e
= lim —— . lim = lim cos
m—»% 2 zﬁg 22 zﬂ% 2
1 £+£
- b (1)
= 71 1 COSE—O O
= 5 5 =
111)
. x —tancz . ¢ Sne
lim —— = lim ——&32%
z—0 x + tanx z—0 g 4 ST

cos

10



x.(l_Si%.CO:;CE)

o (TrEE L)

cosT

1_sinz. 1

— T cos x

- 1LIIIO 1 sin 1
¢ + z  cosw
: sinx
limg_.o (1 - e )

limzHO (1 + sinz |

cosxT
limg—o1 — 11m1;4>0 (qmm — )

limz—o 1+ limz—o (bmw - )

cos T
in 1
_ 1-— hmzao BT My —o —— o
hm‘LHO cos T
1 1
_ 1_1’c050:1_1'T:1_1:0 0
I+1- 25 1+41-1  1+1
. arcsinx = u
11q) fazendo (z = sinu) = { lim,_ou = lim,_.g arcsinxz = arcsin0 = 0 } obtemos:
lim ——>— = lim =1 O
z—0 arcsin x u—0 1
11r)
. sinlog /z . sin(3 -logz)
lim = lim —=——"+
z—1  logx z—1 log x
1 sin log z
~ jim L. M
z—1 2 5" log x
1 sin logx
= lim = - lim M
z—12 z—1 5 -logx
1 51
= 3 ilino s (onde u = £ logz)
1 1
= —.1== O
2

us p— .
11s) Basta observar que sin®z = sin (180 . m) e fazer 135 T =wu para obter:

lim Sino €z — lim sin ( 180 iU)
z—0 xT z—0 xT
C o s )
PRI (g )

/\

C lm g S GEe2)
= g m (2 2)

T . sinu T T
= — - lim =— 1=

0
180 w—0 wu 180 180
15h)
32t — 72 2 N 3-5+3)
B = lim — 2+ %)
vy



15n)

150)

lim
x—+00

lim (\/x2 —l—x—x)

r—+00

(Va5 +1-2)

T—+00

lim

T—+400

7
3-»

2+

H.#-"“ +

2
oy

limg—yo0 (3— 35 + %)

lims —yoo (2+ 1)

. . 7 . 2
limg— 400 3 — liMg— 400 73 + liMg— 400 75

3-04+0 3

lim

lim

2+0

lim

limz—>+oo 2 + llmr—>+oo z%

xr——+o00

lim

xr—+00

lim

lim

xr——+00

T2

O

(¢;:;_@‘&fiiiﬁ

(x2 +

(\/m—i-m)

33) —33‘2

vVii+z+x
T

zﬂ+°°x.(,/1+§+1)

1

14141

1

limg— o0 (/141 4+1)

1

limag—s 4 o0 (1 1+ %) 4 limy oo 1

1

limgjoo (1+ 1) +1

1

\/nm%m |

VIt0+1 2

1

(Ver+1- Va?)

1
= (]

(V1) + V41 ¥+ (Vad)”
(€/$3+1)2+Vx3+1.€/x7+(%>2
(z* +1) —2°

Tr— oo 2
" <$\3/1+x%> +azi/l+ % a2+ ()
1

lim

T g2 {(,3/1+z%)2+ Y+ & +1}

12



. 1 . 1
= lim - hrf 5
z—+4o0 T2 00(3/1+z%>+3/1+3+1
1
= 0-==0 O
3
15q)
. t+VE+ Ve t+Vt+ Vi
lim
t—too  NEF1 A t+1
oVt
lim lim ——
H+oot+1 t—+oo t+1
ity =
= lim ——+ lim ——————
S SR ()
1 1
Tty E
= lim I im —a
t—+oo 1_|_7 t— o0 1+?
= JV1+0=1 O
16¢)
et S, 2 (5 — S+ )
z—4o00 622+ x4+ 3 T S ¥ 532 <6+;+1%)
5x77+i
= lim ——% 2~
a—toe 64+ 14+ 5
B llmzﬂ+m(5x75+x%)
C limegee (64 1+ 32)
. limg— 400 B — limg s 4 oo g + limg— 400 %2
iMoo 6+ liMp—yoo £ + limp— oo 25
+00—-0+4+0 +o00
S . M O
6r0+0 6
16f)
(\/x-l-\/f-l-\/x—l)
1ir+n ( w+\/57\/m71> = 1ir+n ( x+\/§f\/mfl)-

(Va+ve+va—1)
= lim (@4 v7) = (mil): lim ve -1
oo ot E AT =T e ot Va1

13



. (1-%)
TR )
limg— 400 ( \/E)

limg— 400 (F) + limy— 400 <E>

1+1 2
16i)
5 ey () = (9 G m e O
16j)
. 3 . 3 . 1 .
e T AT e L oy T (e B = e
16p)
2 _— —_— .
m =4 gy 2@t a2
oot 22 — 4z + 4 e—2t (2 —2) - (x—2) a2tz —2
= lim (x+2)- lim =4 (400) = 400 O

292+ z—2+ T — 2

16s) fazendo u = (3 —z) = { lim, - (u) =lim, - (5 —x)=0 } obtemos:
2 T—3 2

. T . sin (5 — u)
lim (f — m) -tanx = lmwu.- ———=L
=g 2 u—0 cos (f - u)
. cosu . u
= limwu-— = lim — - Ccosu
u—0 sinu u—0 SInu
= lim -limcosu=1-1=1 O

u—0 sinu u—0

r=e "
17a) fazendo u = —logz = { lim, o+ (u) = lim, o+ (—logz) = 400 } obtemos:
u
li .1 = li U = — 1 — =_0=0 0
S (@ologm) = Nm et (== T
- T =2u
20a) fazendo u= % = - . © obtemos:
2 limg— 400 v = limg—, 400 5 = +00
2\ " 1\27
lim (1 + 7> = lim (1 + ;)

1 uq 2 1 uq 2
lim Kl+7) ] :{ lim (1+7) } =¢? O
u— 400 u u—~+00 u

14



20b) fazendo u =

lim
T— 400

20e) fazendo u = z= {

lim

-z
3

(-2

r—-+4o0

20g) fazendo u =

lim
z—+00

x

(

=

1+

(

T =—-3u

{

} obtemos:

. ) .
limy—qoou = limg— 400 3* =

1\ 3 3
= lim (1 + Tz)
r— 400 5
uq —3 w —3
= lim {(1—1—;)} :{nm <1+1>} — 3
U— — 00 u W oo ”
T =2u
11mz~>+oo U = llmzﬂ+oo % = 400 } obtemos:
z+1 % 241
2) = lim (1 + é)
xT T—+00 3
1

32
— lim (1 + é) lim (1 + é)
T—400 5 z 400 z
u 2
Uu—+00 u w—s oo u
1 u7 2 1
_ [lim (1+7)} lim (1+7>
Uu— 400 u U—r 00 u
= . 1=¢ O
%21#{ f:_QU—l_l. ol _ }Obtemos:
Mg oot = limg— oo 5 — oo
-1\’ : r+1-2\"
= lim [ =——=
. 1\
- ZEIEOO <1 + z+1 )
-2
—2u—1
= lim (1 + l)
u— —00 u
uq —2 1
~ im {{ Y7 (42) }
u— —00 u "
1 uq —2 1 _1
= lm KH*) ] lim (1+7)
U— — 00 U - U
uq —2 1
= [lim (1+l)] ~[lim (14_1)]
U— —00 u w w
= 5_2 . 1_1 = 6_2 O

20k) fazendo u = zlog5 = {limy—ou = limy—o zlog5 = 0} obtemos:

ew~log5 _

5% —1
x

= lim

z—0

ilg%) -logh

“x-logh

15



Coet—1
= lim
u—0

-log b

1-logb =1logh O

201)
.3t —1 . 3*—-1 1
lim 5 = lim - =
z—01 x z—0+ T xT
— lim b g L
z—0+ x x—0+ T
= log3-(4+00) =400 O
20m)
.22 —1 . {21 —1 1]
lim 5 = lim —
z—0— x x—0— €T x
= lim - lim 1
z—0— T z—0— &
= log2:(—o0) =—- O
20n)
*_q 1y _1
lim (3) 5 = lim (3) 1
r—0+ €T z—0+ T x
1\®
= lim (3) - lim l
z—0+ x z—0t+ T
= log (7) - (+00) = (—1og3) - (+00) = —c0
200)

z—0— €T xT X
1* _q
= lim (2) - lim l
z—0~ xT z—0— T
1
— 1og () (=00 = (~log2) - (~00) = ¢

21) (i) f(z) =2° —42+2:R — R é continua.
(i) [£(=3) < 0,/(-2) > 0] Z& [3r1 € (-3, ~2)[f(r1) = 0]
(iif) [£(0) > 0,£(1) < 0] Z= [3Fra € (0,1)](r2) = 0]
(iv) [£(1) <0, £(2) > 0] = [3rs € (1,2)|/(rs) = 0] O

16



